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I. Введение

В шестом классе на уроках математики мы изучили тему «Правило умножения для комбинаторных задач». Мне очень понравилось решать задачи на перебор вариантов. На занятиях кружка по этой теме мы разбирали задачи районной олимпиады, задачи из конкурса «Кенгуру», из заочной математической олимпиады «Авангард». О них я и хочу рассказать в своей работе.

II. Основная часть

1. Задачи из курса 6 класса

1.1. Сколько двузначных чисел можно составить из цифр 1, 3, 5, 7?

Решение.

Для выбора первой цифры существует 4 варианта, для выбора второй цифры тоже 4 варианта, умножим 4 на 4, получим 16 – это количество искомых чисел: 11, 13, 15, 17, 31, 33, 35, 37, 51, 53, 55, 57, 71, 73, 75, 77.

1.2. Сколько двузначных чисел можно составить из цифр 1, 3, 5, 7 при условии, что цифры не должны повторяться?

Решение.

Для выбора первой цифры существует 4 варианта, для выбора второй цифры при выбранной первой цифре вариантов остается уже 3, поэтому чисел будет 4 ∙ 3 = 12:  13, 15, 17, 31, 35, 37, 51, 53, 57, 71, 73, 75.

2. Задачи из конкурса «Кенгуру»

2.1. Задача № 23 из «Кенгуру 5 - 6» 2006 года. 

Каким числом способов можно составить поезд из четырех вагонов – красного, синего, желтого, зеленого, если всегда ставить красный вагон впереди желтого?

Решение.

Если красный вагон стоит на первом месте, то три остальных вагона можно расположить 3 ∙ 2 = 6 способами. Если красный стоит на втором месте, то желтый можно поставить либо на третье, либо на четвертое место, в каждом из этих случаев оставшиеся два вагона можно расположить двумя способами, то есть всего способов 2 ∙ 2 = 4. Наконец,  если красный вагон расположить на третьем месте, то желтый придется поставить на четвертое место, а оставшиеся два вагона можно расположить 2 ∙ 1 = 2 способами. Всего получается 6 + 4 + 2 = 12 способов.

2.2. Задача №22 из «Кенгуру 5-6» 2007года.

Когда в школе объявили день вежливости, каждый мальчик из 5-ого класса поздоровался с каждой девочкой из своего класса. Всего при этом было 77 рукопожатий. Сколько учеников может быть в 5 классе?

Решение.

Т. к. 77=7∙11, то, по правилу умножения для комбинаторных задач, в классе может быть или 7 девочек и 11 мальчиков, или 7 мальчиков и 11 девочек, то есть всего ребят 7+11=18.

Ответ: 18.

3. Задачи районных олимпиад

       3.1. Задача №4 из районной олимпиады 2006 года за 9 класс.                                               

Расписание одного дня содержит 5 уроков. Определить количество таких расписаний при выборе из 11 дисциплин.

Решение.

Для выбора первого урока существует 11 вариантов, для выбора второго урока 10 вариантов, третьего  9 вариантов, четвертого 8 вариантов, пятого 7 вариантов. Всего 11∙10∙9∙8∙7=55440 способов составления расписаний.

Ответ: 55440.

3.2. Задача №4 из районной олимпиады  за 10 класс.                                                          

Чемпионат, в котором участвуют 16 команд, проводится в два круга (т.е. каждая команда дважды  встречается с любой другой). Определить, какое количество встреч следует провести.

Решение.

По правилу умножения количество встреч 16∙15, но среди этого количества повторяются, например, такие: первая со второй и вторая с первой, поэтому встреч будет (16∙15)/2. Так как чемпионат проводится в два круга, то количество встреч (16∙15)/2∙2=240.

Ответ: 240.

3.3. Задача №4 из районной олимпиады  2006 года за 11 класс.                                          

Сколькими способами можно выбрать трех дежурных из 20-и человек?

Решение.

Для выбора первого дежурного существует 20 вариантов, для выбора второго дежурного 19 вариантов, для выбора третьего дежурного 18 вариантов, всего 20∙19∙18 способов, но среди них одинаковыми будут, например, такие: 3-2-1, 1-2-3, 3-1-2, 1-3-2, 2-1-3, 2-3-1, таким образом, способов будет (20∙19∙18):6=6840:6=1140.

Ответ: 1140.

3.4. Задача №4 из районной  олимпиады  2007 года за 10 класс.

Сколькими способами можно составить разведывательную группу из трех офицеров и семи солдат, если всего 10 офицеров и 20 солдат?

Решение.

Трех офицеров из 10 можно выбрать (10∙9∙8):6=120 способами.

Семерых солдат из 20 можно выбрать (20∙19∙18∙17∙16∙15∙14):(7∙6∙5∙4∙3∙2)=77520 способами.

Для каждого из 120 способов выбора трех офицеров существует 77520 способов выбора семерых солдат, поэтому всего способов 77520∙120=9302400. 

Ответ: 9302400.

4. Задача из заочной  математической олимпиады «Авангард» (7,8,9 классы) за 2007 год.

Сколькими способами можно расставить на шахматной доске черного и белого королей так, чтобы они не били друг друга (не стояли на соседних клетках)?

Примечание. Расстановки, при  которых черный и белый короли меняются местами, считаются разными.

Решение.

Если одного из королей поставить по углам шахматной доски, то второй король не будет его бить в 4 ∙ 60 случаях (4 угла и 64 – 4 = 60 клеток, в которых может стоять второй король, чтобы он не бил  первого,  так как на трех соседних второй будет бить первого).

Если одного короля поставить по краям шахматной доски (кроме углов), то таких клеток наберется 6 ∙ 4 = 24, второй король будет бить первого на пяти соседних клетках, а не бить на 64 – 6 = 58 клетках, и таких способов будет 24 ∙ 58.

Если одного короля поставить внутри доски в квадрат 6х6, то он будет бит на восьми клетках, а не бит на 64 – 9 = 55 клетках, всего способов получается 36 ∙ 55.

Так как расстановки, при которых черный и белый короли меняются местами, считаются разными, то всего способов будет (4 ∙ 60 + 24 ∙ 58 + 36 ∙ 55) ∙ 2 = 7224.

Ответ: 7224.

5. Разные задачи.

5.1. В одном городе были трехзначные велосипедные номера. Но велосипедисты попросили, чтобы в этих номерах не встречались цифры 0 и 8, потому что первая из них похожа на вытянутое колесо, ну, а что значит для велосипедиста восьмерка колеса, знает каждый. Хватит ли им номеров, если в этом городе велосипеды имеют 710 человек?

Решение

Для выбора цифры сотен есть восемь возможностей: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 9. Столько же возможностей и для выбора цифры десятков и для выбора цифры единиц, т.е. всего 8 х  8 х 8 = 512 вариантов. Так что на всех обладателей велосипедов номеров не хватило. Тогда велосипедисты согласились на цифру 0, номеров стало 9 х 9 х 9 = 729, и их хватило на всех.

5.2. Ребята Андрей, Боря, Витя, Гриша, Дима и Женя решили покататься на карусели. На ней было 6 сидений. Одно изображало льва, другое – тигра, третье – слона, четвертое – оленя, пятое – медведя и шестое – жирафа. Ребята заспорили, кому на какого зверя садиться. Поэтому они решили перепробовать все способы. Сколько раз пришлось им прокатиться на карусели?

Решение

Пусть первым выбирает Андрей, у него есть 6 возможностей выбора, а Боре остались лишь 5 возможностей, Вите – 4, Грише – 3, Диме – 2, Жене – 1, всего 6 х 5 х 4 х 3 х 2 х 1 = 720. Так что, если даже они катались в день по 20 раз, то им пришлось бы больше месяца ходить каждый день в парк.

5.3. Сколькими способами можно зачеркнуть 5 номеров из 36, участвуя в «Спортлото»?

Решение

По правилу умножения для комбинаторных задач способов будет 36 х  35 х 34 х 33 х 32, но среди них повторяются 5 х 4 х 3 х 2 способа, поэтому получаем (36 х 35 х 34 х 33 х 32) : (5 х 4 х 3 х 2) = 376992 способов.

Мои собственные задачи

5.4. В чемпионате мира по волейболу участвовало 23 команды. Сколько было игр? 

Решение.

Для выбора первой команды 23 варианта, для выбора второй команды 22 варианта. Всего 23х22=506 вариантов, но среди них одинаковыми будут, например: первая со второй и вторая с первой, поэтому 506:2=253 варианта. 

Ответ: 253 игры.

5.5. Сколько  стран могут иметь флаг из 5 вертикальных полос желтого, зеленого, синего, черного, красного цветов при условии, что у каждой страны свой флаг, а 3 страны уже выбрали из этих цветов флаги?

Решение.

Для выбора первой полосы – 5 вариантов, второй – 4 варианта, третьей – 3 варианта, четвертой  - 2 варианта, пятой – 1 вариант. Всего 5х4х3х2х1=120 вариантов, но три страны уже выбрали флаги, значит 120-3=117.

Ответ: 117 стран.

6. Комбинаторика и русский язык.

Переставлять или менять местами имеет смысл лишь такие предметы, которые как-то отличимы друг от друга.

Разложите перед собой в ряд пять обыкновенных булавок. Ни одна из них ничем не отличается от другой. Как бы вы их ни перекладывали, все расположения оказываются одинаковыми. Иное дело, если головки булавок различного цвета: любая перестановка булавок обретает индивидуальность и становится легко отличимой от других перестановок.

Один из способов упорядочения слов состоит в том, чтобы расположить слова в алфавитном порядке. Числа чаще всего располагают либо в порядке возрастания, либо в порядке убывания. Например:

  2             4                6

два       четыре       шесть

Эти три  числа расположены в порядке возрастания, а их названия – в алфавитном порядке. Но стоит лишь приписать любое число справа или слева, как по крайней мере один из порядков (а может быть и оба) окажется нарушенным.

Записав цифры 2, 4 и 6 рядом, мы получим число 246. Это – наименьшее число, которое можно записать при помощи трех цифр: 2, 4 и 6. Попробуйте переставлять цифры так, чтобы каждое вновь полученное трехзначное число было больше предыдущего, пока не дойдете до наибольшего числа, равного 642: 246, 264, 426, 462, 624, 642.

А теперь примемся переставлять буквы в каком-нибудь слове из трех букв так же, как мы только что переставляли цифры. Возьмем, например, слово КОТ. Мы выбрали его потому, что буквы в нем расположены в алфавитном порядке. Начав с числа 246, мы пришли к числу 642. Аналогичным образом, шесть раз поменяв местами буквы, получим из слова КОТ слово ТОК. Если цифры исходного числа 246 прочитать в обратном порядке, то получится число 642. Аналогично, если слово КОТ прочитать от конца к началу, то получится слово ТОК, в котором буквы расположены в порядке, обратном алфавитному.

Числу 264 соответствует слово КТО, а числу 426 – бессмысленный набор букв ОКТ. Плохо! Жаль, что второе «слово» ничего не означает. Как бы мы ни переставляли цифры, в результате всегда получается какое-то число. При перестановке букв исход может оказаться различным: в одних случаях мы получаем слова (например, КОТ и ТОК), в других – бессмысленные буквосочетания (такие как ТКО и ОКТ).

Мы привыкли иметь дело с такими наборами букв, которые при чтении образуют осмысленные слова. Впрочем, иногда это правило нарушается: например, на номерах автомашин встречаются буквенные комбинации независимо от того, составляются ли из них осмысленные слова или нет. Итак: КОТ, КТО, ОКТ, ОТК, ТКО, ТОК.

Рассмотрим шесть различных вариантов расположения букв К, О и Т. Можно ли быть уверенным в том, что других вариантов не существует? На этот вопрос мы должны ответить утвердительно: три различных предмета можно расставить в ряд только шестью способами. Это подтверждает правило умножения для комбинаторных задач. 

III. В ходе работы над данной темой я разобралась в решении очень многих задач, это поможет мне в дальнейшем при изучении комбинаторики.

